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Els camps de galga classics i la interaccié gravitatoria

Josep Graells* i Carme Martin'
Departament de Fisica Aplicada i Optica. UB

Introduccié

El present article es pot considerar complementari
d’«Els camps de galga classics i la interaccié electro-
magnética», també publicat anteriorment en la Revista
de Fisica. Com que ens hi referirem algunes vegades,
I'anomenarem ref. 1. Tot i que s’ha procurat amb-
dos articles que siguin de lectura independent, no s’ha
d’oblidar que un dels objectius del treball és descriure i
comparar les dues interaccions classiques. aixo és, I'elec-
tromagneética i la gravitatoria, dins el marc de les teories
de galga. Amb aquesta reformulacié creiem que afloren
molt nitidament les analogies i diferéncies fisicomatema-
tiques estructurals, des d'un punt de vista no quantic,
d’ambdues interaccions.

La base metodologica del present article s’exposa en
I'apartat segiient. En aquest apartat i seguint el con-
sell de W. Pauli, se situa en primer terme la visio local
einsteiniana, ja que opinem que esdevé totalment ade-
quada per erigir la formulacié galga de la relativitat ge-
neral. Cal tenir present, perd, que ja el 1929 H. Weyl
va anticipar la visio galga de la interaccio gravitatoria,
i que el 1956 va ésser completada i generalitzada per R.
Utiyama.

En els quatre apartats segiients es desenvolupa el for-
malisme galga, i s’evidencia que la descripcié completa
del fenomen gravitatori classic requereix els tres nivells
(métrica, camp de galga, curvatura). Es demostra la in-
observabilitat fisica de I'espaitemps minkowskia. L’en-
titat mesurable i per tant real és 'espaitemps dinamic
de la relativitat general, sobre el qual es construeix la
visié geométrica galga. Aquest fet li dona la natura pe-
culiar i tinica com a teoria de galga, atés que els camps
de galga gravitatoris son deduibles a partir del nivell
meétric. D’aquesta manera s'implementa en la fisica gra-
vitatoria la peculiaritat que tots els sistemes fisics en
posseir energia generen camp gravitatori, i a la vegada
el camp gravitatori, via les estructures geomeétriques de
I'espaitemps que el defineixen, reacciona sobre tots els
sistemes fisics.
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En l'apartat «Conclusions» se sintetitzen alguns aspec-
tes basics de les teories de galga i es concreten per a les
dues interaccions classiques.

Finalment en I'«Apéndix» s’exposen aplicacions re-
llevants per a cada nivell (métrica, camp de galga, cur-
atura) de la interaccié gravitatoria.

La metodologia local einsteiniana i la inva-
riancia galga en la interacci6 gravitatoria

Per motius didactics i coherents amb els desenvolupa-
ments exposats en la ref. 1, es partird de l'espaitemps
de la relativitat especial per intentar explicar la interac-
ci6 gravitatoria dins del marc de les teories de galga.
Per bé que, seguint el consell de W. Pauli, s’'incorporara
de bell antuvi la visio local einsteiniana. Aixi, s’evita-
ran les inconsisténcies inherents a la teoria lineal global
minkowskiana, ja que. com s’explicara més endavant,
I'espaitemps minkowskia s’ha de buidar de contingut fi-
sic.

Per formular la visio local o principi d’equivaléncia
einstenia com a principi de galga de la interaccio gravita-
toria, s'estima pertinent seguir J. A. Wheeler i resumir-
lo amb els tres punts segiients:

1. La fisica és sempre i en tot lloc localment
minkowskiana, o sia, localment les lleis de la fisi-
ca (classiques o quantiques) segons es formulen en
la relativitat especial son valides.

2. Aquesta simplicitat es mostra molt clarament en un
referencial inercial local.

3. Per comprovar la inercialitat local del referencial
inercial, s’ha de comprovar la ingravidesa. Hom pot
imaginar un referencial inercial mitjancant un labo-
ratori en caiguda lliure (ascensor d’Einstein). Els
experiments s’han de dissenyvar localment, o sia, s'-
han d’efectuar dins del laboratori i ser de curta du-
rada, per tal d'inferir o ratificar les lleis diferencials
de la fisica en la relativitat especial. (Més enda-
vant es concretara 'abast espacial i temporal del
referencial inercial local).

Una primera conseqiiéncia del principi d’equivalen-
cia ¢s que les particules sense estructura interna. o sia
monopolars, sotmeses nomeés a la interaccioé gravitatoria,




Terra

Figura 1: Dins un laboratori en caiguda lliure en un camp
gravitatori, una particula monopolar en repds resta en repos,
i els senyals electromagnétics es propaguen en linia recta amb
velocitat ¢. Ambdds laboratoris, A i B, estan miituament
accelerats

efectuen un moviment rectilini i uniforme, i els senyals
electromagnétics es propaguen en linia recta amb ve-
locitat ¢, respecte del referencial inercial local en qué
s’observen. D’aixd es desprén que les particules en cai-
guda lliure passin a ser I'estandard dels moviments iner-
cials. Per tant, en els referencials inercials locals sha
de suposar que la interaccio gravitatoria s’ha compen-
sat o neutralitzat localment, suposicié ratificada per la
mesura zero dels seus accelerometres. Aquesta visio, en
contrapartida, implica que s’ha d’acceptar 'acceleracio
mutua entre referencials inercials, per propers que esti-
guin 'un de Paltre. Sols cal imaginar dos laboratoris,
per exemple dues naus espacials, en caiguda lliure en el
camp gravitatori de la Terra, per visualitzar-lo (vegeu
la figura 1). Obviament 'acceleracié mutua s’origina
per les inhomogeneitats del camp gravitatori, o sia, pels
gradients de camp (forces de marea), que si que son de-
tectables dins de cada laboratori.

En resum, el principi d’equivaléncia requereix de
molts referencials inercials locals, accelerats mituament,
en front dels referencials inercials globals de la relativitat
especial. Des del punt de vista del rigor matematic, s’ha
de tenir en compte en cada esdeveniment x un referen-
cial inercial local X(z). Per tant, les transformacions de
Lorentz :“j de ¥(x). també han de passar a ser funcions
de l'esdeveniment x, Lj (), o sia, els sis parametres del
grup de Lorentz passen a ser funcions de I'esdeveniment.
Es a dir, el principi d’equivaléncia implica que el grup
de Lorentz global L passa a ser local L(x). Aquesta con-
seqiiéncia, i atés que el principi de galga determina les
modificacions fisicomatematiques que experimenta una
teoria fisica que té una simetria global en forgar-la a ser
local, obre la possibilitat immediata d’intentar construir
una teoria galga de la interaccié gravitatoria, en qué el
grup de galga s’identifiqui amb el grup de Lorentz. A la

taula 1 es resumeix I'estratégia per aplicar a la interaccié
gravitatoria el principi de galga.

En els dos apartats segiients es desenvolupara 1'es-
quema conceptual anterior. Per comencar cal tenir pre-
sent que, en el domini comu a dos referencials inercials
locals, la transformacio de coordenades associada a amb-
dos referencials no pot ser lineal, a causa de 'acceleracid
mutua. Per tant, també serd no lineal la transformacio
entre el sistema de coordenades lorentzia { ®} € ¥ de
My i les coordenades £ € X(xg) del referencial local en
I'esdeveniment xp, fix perd arbitrari. A partir d’ara els
indexs de les magnituds tensorials referides al sistema
de coordenades lorentzia ¥ de M, es representaran amb
lletres de alfabet grec (a, 3,7...) i quan es refereixin
al referencial inercial local ¥(xq) amb lletres de 'alfabet
lati (i, j, k, 1...).

Aquest canvi de coordenades es representara de la
manera segiient (vegeu la fig. 2):

Y — X(xp),

a® — & =€ (a%;m0), (1)

On s’explicita que I'esdeveniment xq de coordenades xf
en ¥ és l'origen de X(x0), o sia, £ (25;20) = 0. El do-
mini d’aplicabilitat de X(xp) el defineix la precisio dels
experiments que s’han de realitzar. Per exemple, en la
frontera de ¥(z() s’ha de poder detectar que 'equacio
de la linia de moén d'una particula en caiguda lliure se
separa infinitesimalment de la rectilinitat minkowskiana
d*€'/(d€Y)? # 0. Per tant, com més precisos siguin els
experiments, més petita serd la mida de ¥(xg). L'es-
deveniment xy també s’escollirda com a esdeveniment
origen del sistema de coordenades lorentzia ¥. o sia,
zg = 0.

Sigui {e;(xp)} la tetrada de vectors ortonormalitzats
definits per X(zo), (9:;; = ei(wo) - €j(x0)), i {Es} els
de ¥, (nas = Es - E3). L'ortonormalitzacié d’ambdues
tétrades implica que ha d’existir una transformacié de
Lorentz L} (xp) que els relacioni:

Ey = L:.(-i'n]('i(-fﬂ)- (2)

on (ag = (Mij(xe)) = diag(—1,1,1,1) és la métrica
minkowskiana nas = Eq Eg = L, (20) L} (x0)ni;(x0)-

Tenint en compte la llei de transformacio (1), I'equa-
cio (2) es pot expressar

En — (‘E)Ei {Irﬂ :—.r[})) f'i(J'lJ).

da

O sia. en xq les derivades primeres de (1) coincideixen

amb les transformacions de Lorentz (2):

: ')cj e o
Ly (zo) = ({—‘” i;:-“ “])) (3)
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fisica amb interaccié gravitatoria

Visio: local

Referencials inercials locals ¥(x), definits en cada
esdeveniment .

Coordenades inercials locals €', associades a un
entorn de xq : £'(x;x0)

' ¥
Gr‘upl de Lorentz galga: &' (z;20) = Lj (20)&’ (23 20)
Meétrica minkowskiana local 7 (.r:.n,}|{_“ = 5

fisica sense interaccio gravitatoria —
Visio: global

Referencials inercials globals 2, definits en I'espai-
temps minkowskia M.

Coordenades inercials (lorentzianes) globals x°

’ '
Grup de Lorentz rigid: +* = L§ z”
Meétrica minkowskiana global: 1,4

Taula 1: Estratégia per aplicar el principi de galga a la interaccié gravitatoria
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Figura 2: a) Espaitemps minkowskia M,. Sistema de coordenades lorentzia = € 3.

Coordenades inercials &' (x; ()

Per exemple, si el vector energia-moment lineal p(xg)
d’una particula en I'esdeveniment x( té per components
p“(xo) respecte a X, i p'(zq) respecte a X(xp), o sia:

plxo) = p*(x0)Ea = p'(xo)ei(zo), (4)

llavors es verifica

aei

Pi{-f'n] e ("Eji) .”“(-f'llj = 'r‘:.‘(-f'll}l"'{--"u}‘
oz ] .

on en la primera igualtat s’ha aplicat la llei de trans-

formacio estandard dels components d'un vector i en la

segona l'equacio (2).

Les dues darreres igualtats exemplifiquen que les re-
lacions entre magnituds on tnicament intervenen les de-
rivades primeres de &' (2% 1), son de caricter purament
algebraic, ja que es limiten a descompondre o analitzar
les magnituds en un anic esdeveniment, independent-
ment del seu comportament en els esdeveniments in-
fintesimalment propers. Aquesta consideracié porta a
recordar que la majoria de les lleis fonamentals de la
fisica son diferencials, en determinar o restringir el com-
portament de les magnituds en un entorn infinitesimal
de cada esdeveniment. Per tant esdevé necessari definir
com s’ha de quantificar la variacio infinitesimal o dife-
renciacié de les magnituds fisiques. Aquest punt delicat

b) Referencial inercial local Y(xy).

no és estrictament matematic sindé més aviat fisicogeo-
meétric, en qué el principi de galga és I'actor principal.

Per exemple, en la ref. 1 ha quedat palés com el prin-
cipi de galga, per a la simetria U(1), determina el procés
de derivacié «covariant» en la interaccié electromagne-
tica. En I'apartat segiient es demostrara com el principi
d’equivaléncia, interpretat com a principi de galga del
grup de Lorentz, determina en preséncia de la interac-
cid gravitatoria, el procés de derivacié «covariant» via
la definicié dels camps de galga gravitatoris. Es demos-
trara que aquests camps es poden expressar en funcio
de les derivades parcials segones de & = &' (2" xp).

Els camps de galga gravitatoris

En I'apartat anterior s’ha demostrat que les derivades
primeres de £ = £(x”; xy) estan relacionades amb as-
pectes purament cinematics o algebraics del principi d’e-
quivaléncia o principi de galga de la interaccié gravita-
toria. En el present apartat es demostrara que les deri-
vades segones de & = £(x;x) determinen els camps
de galga gravitatoris i, per tant, defineixen el procés
de derivacio «covarianty de les magnituds fisiques en
presencia de camps gravitatoris. Aquest procés de deri-
vacio quantifica a la vegada la influéncia o 'acoblament
del camp gravitatori sobre els sistemes fisics.

La concrecio d’aquestes consideracions generals és en




principi molt senzilla, bé que no simple. Per comengar,
s’han de tenir presents els tres punts de I'apartat ante-
rior que defineixen el principi d’equivaléncia. Aquests
punts afirmen que respecte al referencial inercial local
Y¥(xg) es verifiquen les lleis de la fisica de la relativitat
especial. Esdevé, doncs, obligatori definir la derivacio
d’una magnitud tensorial en 'esdeveniment xy com es
fa en la relativitat especial, o sia, mitjancant la deriva-
ci6 dels seus components respecte a X(x). Per fixar les
idees es considerara un vector u, els components del qual
son u! € L(xg) i u® € . O sia, u = u'e; = u*E,, igual-
tats analogues a les de 'equacio (4) pel vector energia-
moment lineal. Llavors el procés de derivacio galga, que
en gravitacioé s’anomena covariant i es representa amb
el simbol V. es defineix:

Ju' :
(V) 2, = ei(xo) (%) de*. (5)

O sia, els components de (Vu),, son:

T

(V'u.)i. = (%) _

Obviament la definici6 (5) de V depén de ¥(x), per
tant és convenient fer-la extensiva a qualsevol sistema
de coordenades, per exemple el X.

Per calcular (Vu),, respecte de ¥, sols cal substituir

en (5),
dr”
€; = E)—E?:E”.
ke
dfk S 36 i.iﬁ
i .
ut = ﬁu”
oxy

Després d'uns calculs senzills s’obté:

o X 2¢i
(Vu) B du dx o€

. B
To Byl ()E’ 2Pz " JIPL A

o

La identificacié dels camps de galga en les expressi-
ons (5) i (6) es facilita desenvolupant Vu = V(u“E,,) =
V(u'e;) en xg. En aplicar la regla de Leibniz i tenir en
compte que per a una funcio escalar f, Vf = df, Vu
s'expressa:

Vu = V(u'e;) = e;du’ + (Vei)u' =
J .
(;“* +(Vrej) o -f)(zg* = V(u®Ea) =
du”

Eodu® + (VE u® = E, (F

Els components de les derivades covariants de les teé-
trades no son sin6 els components dels camps de galga

+ (Vge, 3P n."-) daz”.

respecte del referencial en qiiestio. Atés que es repre-
senten amb la lletra I', es té en xq:

= (V;_‘(}-)i‘ =0, en B(xzg) (7)

0

i
ik

. ox* 9 .
.‘.j — (V;Ea J‘] = |:(T£"— m:l , en . (8)

L’equaci6 (7) mostra que en 'esdeveniment g, i respec-
te de X(xp), els camps de galga son zero. Aixo significa
que els fenomens gravitatoris descrits pels camps de gal-
ga soOn compensats o neutralitzats per la inercialitat en
xq del referencial ¥(xg). Aquest fet no passa respecte
del sistema de coordenades Lorentzia X, segons demos-
tra 'equacio (8), en la qual s’explicita la determinacio
dels camps de galga mitjancant les derivades segones de
g,

Els camps de galga gravitatoris I'] ;. que s’acaben de
definir, es corresponen amb els camps de galga o poten-
cial vector A, de la interaccié electromagnética. Obvi-
ament, el major nombre de components de I' enfront de
A és degut al fet que el grup de galga de l'electromag-
netisme, I'U(1) (vegeu la ref. 1), és uniparamétric (uni-
dimensional), mentre que el grup de Lorentz, en tenir
sis parametres, ¢és hexadimensional. En aquest aspecte
s'hi aprofundira més endavant. Indiquem, pero, que la
neutralitzacid en Uesdeveniment xg i respecte de X(xq)
dels fenomens gravitatoris, deguda a la inercialitat del
referencial () !, té una corresponent analogia en la
descripcio dels fenomens electromagneétics. En efecte, si
Au(ro) # 0 en l'esdeveniment xq fix, bé que arbitra-
ri, ]ld\-OI‘b sempre es pot realitzar una transformacio de

galga:

Au(z) — AL(;:-) = A, () + Oua(x), (9)
tal que A; () = 0, ja que sols cal escollir a(x) de ma-
nera que en xq es verifiqui d,o(xo) + Ay (o) = 0.

La definicié geomeétrica dels camps de galga I'; =
(V3 E, )" suggereix la possibilitat d’emprar en ¥ un sis-
tema de coordenades arbitrari { :“' }, 2 =z (z%), de
vectors base associats F, = ‘: L F,. Llavors, aplicant
directament la definicio de I'? 5, es dedueix facilment la
llei general de transformaci6 dels camps de galga:

oz 0z’ oz oz 9%z°

]
“x o

By = dxe Oz oz’ B " dx™ JxP' 9z’ [10)

Aquesta equacidé explicita la natura no tensorial de
I' i el fort parallelisme amb la llei de transformacié (9)
del potencial vector electromagnétic. Per exemple, amb-
dues lleis de transformacio es caracteritzen per tenir un
terme additiu afi. Aquest terme és el que possibilita que

'Alguns autors qualifiquen aquest fet dient que s’ha fixat el
galga de Weyl.
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en un esdeveniment fix, bé que arbitrari, una transfor-
macié de galga neutralitzi o compensi els camps i a la
vegada, si es vol, també els pugui emular.

Amb la llei de transformacié (10), la derivada cova-
riant d'una magnitud tensorial esdevé també tensorial,
per exemple:

g Oz% 9z2° _
= f o 'Y

VoV

La utilitzacioé de sistemes de coordenades generals 2* =
2% (z) focalitza D'interés en el grup de difeomorfismes,
o sia, dels canvis diferenciables i invertibles de coordena-
des de X en lloc del grup de galga de Lorentz. Ateés que
els difeomorfismes infinitesimals els defineix un camp
vectorial, e(z) : 2 = 2 + (%), [e*|<1, arribem a
les transformacions que experimenta el tensor Lorentzia
h,. de la teoria lineal (vegeu la ref. 1). Perd s’ha de te-
nir present que com que el grup de difeomorfismes no és
un grup de Lie, aquesta metodologia s’aparta de la pu-
ra ortodoxia de les teories de galga classiques, les quals
se sustenten en grups i algebres de Lie. Més endavant
s'ampliara aquest aspecte de la interaccio gravitatoria.

Cal tornar a remarcar que en un esdeveniment fix
perd arbitrari, els camps de galga. respecte d'un sis-
tema de coordenades, poden ser compensats per una
transformacié de galga i, en canvi, respecte d'un altre
sistema de coordenades no, com demostren les equaci-
ons (7) i (8). Per tant. s’evidencia la necessitat d'un
criteri objectiu, o sia. independent de 'observador, que
permeti discriminar els camps gravitatoris creats pels
sistemes fisics, enfront dels camps emulats per transfor-
macions de galga o bé pels difeomorfismes de ¥. Pel que
fa a aixo, pot ser d’ajut recordar que, en la teoria galga
U(1) del camp electromagnétic, es van discriminar els
camps electromagneétics emulats per les transformacions
de galga A, = J,a, dels camps generats pels corrents
eléctrics j7, mitjancant la determinacio del tensor camp
electromagnetic F,,. Aquest punt es desenvolupara en
I'apartat segiient. Perd per acabar el present apartat
creiem pertinent obtenir una expressio aproximada de
E'(a*;ag). Tenint en compte les equacions (3) i (8), i
que l'esdeveniment g és l'origen de X i ¥(x), s'obté el
desenvolupament per Taylor de & fins a segon ordre en

|.i'"2 , on, com s’ha anticipat abans, els termes no lineals
depenen dels camps de galga:
(2% z9) = L (x0)x™ + (11)
1, i sy
+ 5 Li {J'[}}I ‘ZI’-(J'“}J'“J‘J -+ ()(1‘! i |.i}.

En la teoria de la gravitacié newtoniana l'equacio
(11) s’ha de fer correspondre amb la coneguda transfor-
maci6 de coordenades:

t— €=t
T
r——-sE:r—;z—_qu.

on (f.7) sén les coordenades associades a les masses que
generen la intensitat de camp gravitatori g, i (€9, {} les
corresponents a un laboratori en caiguda lliure. Per a
una particula en repos respecte al laboratori, atés que
:!”—f = ¢, es constata que % =0, per tant la intensitat
del camp gravitatori, s’ha compensat o neutralitzat dins
el laboratori. Pero el que no es pot neutralitzar dins el
laboratori son els gradients de ¢. anomenats camps de
marea. Per exemple, una petita goteta liquida, ideal-
ment de tensio superficial practicament nulla. adoptara
una forma ellipsoidal en lloc d’esferoidal. Aquesta sen-
zilla consideracio ens indica que, en el limit newtonia. els
camps de galga I'? ; han de correspondre a la intensitat
g del camp gravitatori newtonia.

Emprant una metafora informatica, es podria consi-
derar que la visio newtoniana de la interaccio gravita-
toria proporciona un «manual d'usuari final» del «pro-
grama gravitatori» que, si bé permet efectuar calculs
acurats, no explica la fisica del «programas». En can-
vi, el principi d’equivaléncia obre una porta perqué ens
puguem endinsar en el programa, i aixi analitzar si es
pot millorar, ja que en relacionar intimament gravitacio
i inércia, permet establir lligams entre la forca gravita-
toria i altres dominis de la fisica més familiars o fona-
mentals. No és gens estrany que A. Einstein qualifiqués
la 1lei de la inércia com la clau de la fisica classica.

El camp gravitatori: curvatura de |'espai-
temps

En el present apartat es determinaran els camps de ma-
rea relativistes, aixo ¢s, la versio relativista dels gradi-
ents de la intensitat ¢ del camp gravitatori newtonia.
Ates que els camps de marea permeten discriminar ob-
jectivament els camps gravitatoris permanents dels pu-
rament emulats per transformacions de galga, els camps
de marea han de representar en la teoria gravitatoria el
que el tensor camp electromagnétic [, representa per
a la interaccio electromagnetica.

Respecte d’aixo ¢s convenient recordar (vegeu la ref,
1) que com que [, = 0 defineix les condicions d’inte-
grabilitat del trasllat parallel en 'espai P = M, x U(1)
de la funcio d’ona W, ens porta a assajar un procediment
semblant per a la interaccio gravitatoria. Per fixar les
idees, es considerara el trasllat parallel del vector i-ésim
ei(xy) de X(xg), des de 'esdeveniment x, a I'esdeveni-
ment xq, al llarg d'una linia de mén €' : s — 2(s).
Com que r; no ha de pertanyer al domini de definicio
de ¥(rp), s’emprara el sistema de coordenades de domi-
ni més ample ¥. El subindex i de ¢;(.ry) s'ubicara entre
paréntesis per recordar que e () és un vector base
fix de la tetrada de X(xy), bé que arbitrari. Respecte
de ¥, la condicié diferencial de trasllat parallel de ¢
la proporciona el sistema d’equacions:

del!

(%) i B ‘
V‘.t'[,-] =0« B0 = —1 T*“(IU}' (]2}




ja que respecte a X(xq) les condicions (12) equivalen a
la constancia dels components ¢(;), com s’explicita en
Iequacid (5) que defineix V. O sia, el concepte de tras-
llat parallel aplicat coincideix amb el de la geometria
elemental.

Les condicions d’integrabilitat del sistema (12), aixo
és, que el trasllat parallel de e(;) sigui independent de
la linia de moén que uneix els esdeveniments xg i x,
s'obtenen d’'imposar la simetria en les derivades parcials
segones del primer membre:

u B n B o
(F.-fn“(s.))_y - (F_.';fu '(i})‘n_ =i

En desenvolupar les derivades parcials i aplicar (12),

les condicions d’integrabilitat s’expressen en funcié dels

camps de galga o connexions, de la manera segiient:
Rt =Tk T4 +T4T7

T8 77T =
R Feovr Burer Frt fa r‘fﬂ'l B =0,

on s’ha introduit la definicié de Rf.;ay, atés que es trans-
forma com a un tensor, tant sota les transformacions
de galga com sota 'accié dels difeomorfismes de 1'es-
paitemps. R’ . es coneix amb el nom de tensor de
Riemann de 'espaitemps. En la interacci6 gravitatoria
RY,.,. es correspon al tensor F),, de la interacci6 elec-
tromagnetica.

Per tant, si RY;, és igual a zero, o sia, si el sistema
(12) és integrable, la tétrada eg;(xq) es pot estendre
univocament a tot el domini de definicio de X, atés que

integrant I'equacié (12) al llarg de C, s’obté:

el (z1) = e} (zo) + pil 8 SE"
i\ 1) = (i) i =1 3a : — S,
: 2 u (‘[-i‘u«f‘l) (’] dh
on ¢/, () és independent de la linia de moén C' que uneix

els esdeveniments xy i x;. En conseqiiéncia X(x,) es
pot estendre a tot 'espaitemps descrit per X, suposat
minkowskia. Pero, potser sorprenentment, les coorde-
nades de X(rg) som les que s’han d’associar a les d'un
referencial inercial global de la relativitat especial, ja
que respecte a les coordenades lorentzianes de ¥ es ma-
nifesten els efectes gravitatoris emulats per les transfor-
macions de galga: E, = L! (z)e;(z). O sia, en lloc de
les coordenades lorentzianes 2, son les €' les que s’han
d’identificar amb les coordenades inercials de la relati-
vitat especial, quan el tensor de Riemann R,
Com que en 'espaitemps minkowskia el trasllat parallel
de les magnituds tensorials és independent de la linia
de mon, s’acaba de demostrar que el seu tensor de Rie-
mann necessariament ha de ser zero. En 'apéndix es
demostra que el limit newtonia del tensor de Riemann
coincideix amb els gradients de la intensitat § del camp
gravitatori newtonia. Aquest fet posa en evidéncia que
en el context de la teoria de Newton-Cartan les condi-
cions d’integrabilitat (12) impliquen que § — constant
i, per tant, es tracta d'un camp gravitatori generat per
una transformacio pura de galga i no per masses.

s zero.

En canvi, en preséncia de camps gravitatoris perma-
nents, o sia generats pels sistemes fisics, 'espaitemps
no es podra representar per I'espaitemps de la relati-
vitat especial, ja que R  # 0. L’espaitemps s’haura
de considerar un espai corbat, la curvatura del qual es
mesura mitjancant R’ . de la mateixa manera que la
curvatura de l'espai P es mesura mitjangant F,,. En
I'apartat segiient s’aprofundira en aquest aspecte i en la
natura métrica de 'espaitemps. Es ratificara que l'es-
paitemps minkowskia, en preséncia de camps gravitato-
ris permanents, queda buit de significacio fisica i, per
tant, no pot representar 'estructura causal, espacial i
temporal entre els esdeveniments del mén de la fisica.
Pero com postula el principi de galga o d’equivaléncia,
aquesta estructura es preserva localment, mitjancant els
referencials inercials locals ¥(zg).

Inobservabilitat de |'espaitemps minkows-
kia: la visié geométrica galga del camp gra-
vitatori

En els apartats anteriors s’ha desenvolupat el principi
d’equivaléncia d’Einstein dins del mare de les teories de
galga classiques, amb 'objectiu de descobrir la natura-
lesa fisicomatematica dels objectes galga que descriuen
la interaccié gravitatoria. S’ha demostrat que aquests
objectes pertanyen a l'estructura geométrica de 1'espai-
temps, ja que els camps de galga o connexio defineixen
la derivada covariant, o sia I'estructura afi. I a partir
dels camps de galga es construeix el tensor de Riemann
o curvatura, que discrimina objectivament la preséncia
de camps gravitatoris permanents, enfront dels pura-
ment emulats per les transformacions de galga o pels
difeomorfismes de 1'espaitemps.

Pero encara no s’han exposat totes les conseqiiéncies
que es deriven del principi d’equivaléncia, o visio local de
la interaccié gravitatoria. En resta una de fonamental.
En efecte, seguidament es demostrara que la interaccio
gravitatoria determina l'estructura meétrica de 'espai-
temps, a partir de la qual es deriven els camps de galga
i el tensor de curvatura. Aquest aspecte evidencia la
natura molt peculiar, per no dir fnica, que posseeix el
camp gravitatori considerat com a camp de galga, ja que
els camps de galga gravitatoris son entitats reduibles al
nivell metric, fet que no té lloc en la resta de teories
galga.

Per demostrar-ho es tornara a considerar el referen-
cial inercial local ¥(xp). En ¥(xg) el principi d’equiva-
lencia requereix que I'element de linia ds?, entre 'esde-
veniment origen g i un altre infinitesimalment proper,
de coordenades d¢' respecte de X(xg), s'expressin com
en relativitat especial:

ds® = r;,-lj(.:.‘“)r."E"d.E-j. (13)

on 1 (xg) = ei(xg)e;(xg) = ni; és la métrica minkowski-
ana.
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Tenint en compte que V;(€;)z, = ex(x)I';(x0) = 0, se
segueix:

?!i.,j(-f-'u} = l”e‘(-l"n} + €5 (J‘u} =

= ei(xo + dxp) - ej(x0 + dx0) = nij(xo + dz0).

Per tant les derivades primeres de la métrica en
xp. 1 respecte de X(xg), son zero. Resultat que ratifi-
a la senténcia que afirma que la métrica és localment

minkowskiana: 2
MNij
(3)., )

O sia, la métrica de I'espaitemps respecte a ¥(rq)
coincideix. com a minim fins a segon ordre, amb la
minkowskiana. Pero respecte al sistema de coordena-
des ¥ no és aixi, ja que per bé que en ay coincideix amb
la métrica minkowskiana, les derivades primeres son di-
ferents de zero. En efecte, substituint en I'element de
linia (13) la llei de transformacio (1) s’obté:

ds® = nij (xo)dCtd(? =

i) (UC' (.;rn:.m)) (i)c-’ (i J'(}J) P daP = (15)

dra drd

= _q,.,-;(.ru}r.".:“'d,r‘i.
Aplicant D'expressio (3) es verifica g.s(xg) =
ij(xo) LY LY, = 1)a5(20), perd un calcul directe demostra
que les derivades primeres no sén nulles:

0”1- B 02{: : ()Cj
P =0 | 50 i
dx s ‘| 8z 0z 9P

= Hap r";— -+ LIETT [ o (16}

oy
LE

act 9%

Oz JxPoz |,

Aquesta equacioé proporciona el lligam entre la me-
trica i la connexié o camp de galga. En efectuar dues
permutacions cicliques en els indexs (a — 3 — ) s’ob-
tenen dues equacions equivalents tals, que sumant la
primera a l'equacié (16) i seguidament restant la sego-
na. es poden aillar els camps de galga en funcio de les
derivades de la métrica:

‘;).f)'_n.'f . ‘:).q;r". . 0.@7-")

1
v_, b (4 5 *nn = i k 4
(VrEp) gr= g9 (m-- dr? | Oxn

(17)
Les equacions (14) i (16) geométricament expressen
que la derivada covariant de la métrica de 1'espaitemps
sempre ¢s zero:
v"_-gn,‘i = (.

Les mesures efectuades mitjancant els rellotges i re-
gles estandard en un laboratori (referencial) de coorde-
nades associades a les x® de X, ratifiquen experimen-
talment que la métrica de espaitemps és la g, 4(x7)
i no la minkowskiana. Ara esdevé pertinent recordar

que fins ara s’ha suposat, a priori, que Uespaitemps era
minkowskia i de métrica 7,5 respecte a ¥. Per tant,
es pot pensar que s’ha comés un greu error de partenga,
pero no és aixi, perqué solament s’ha fet una innecessaria
suposicié equivocada. Tot el desenvolupament realitzat
nomeés requereix que, en l'esdeveniment g, es verifiqui
la igualtat g.g(z0) = 1ag, punt que 'equacié (15) de-
mostra que és correcte. En resum. i com s’ha anticipat
a la fi de 'apartat anterior, I'espaitemps minkowskia |
en preséncia de camps gravitatoris permanents, queda
buit de contingut métric i sols es pot emprar per eti-
quetar els esdeveniments de I'espaitemps. L’espaitemps
s’ha de representar com a una varietat quadridimensi-
onal de métrica pseudoriemanniana® g,4(27) sobre la
qual es construeix 'estructura galga representada per
la connexio i el tensor de curvatura. Els tres nivells de
Iestructura geométrica de I'espaitemps, métrica, conne-
xi0 1 curvatura, s'empren per descriure completament
els multiples aspectes de la interaccio gravitatoria, com
ja va demostrar A. Einstein el 1915. Per exemplificar-lo,
en I'apéndix del present article s’exposaran tres aplica-
cions rellevants, cadascuna de les quals es refereix a un
dels nivells esmentats.

Ara s’esta en disposicio d’esbrinar a quin dels tres ni-
vells correspon la formulacio de la interaceio gravitatoria
mitjancant el tensor h,, resumida en la ref. 1. De I'ana-
lisi de I'equacio de camp per f,,, es pot concloure que la
teoria lineal, en tractar-se del primer estadi d’un procés
iteratin d’aproximacions successives, esdevé aplicable en
el domini dels camps gravitatoris febles. En aquestes si-
tuacions fisiques és raonable suposar que espaitemps
«s’aproximaray a l'espaitemps minkowskia. Per exem-
ple, en el sentit que el domini d’aplicabilitat del referen-
cial inercial local ¥X(xy) abastard una amplia regio de
lespaitemps. En aquestes regions és logic fer la hipotesi
que la métrica g, 5 s'aproximara a la minkowskiana:

9a3(Z7) = Nag + hap(z?), |hap|<Kl.

O sia, el camp hy, es pot interpretar com una cor-
reccié a la meétrica minkowskiana. Pero si es persevera
a interpretar h,, com un camp definit en I'espaitemps
minkowskia, s’ha de recordar que la métrica determina-
da per les mesures efectuades mitjancant els rellotges i
regles estandard és g5 1 no 1,45. Altrament, en analitzar
els resultats dels experiments s’ha de discriminar entre
els patrons fisics reals, les mesures dels quals estan d’a-
cord amb les prediccions deduides a partir de g,4. i els
«patrons» exclusivament matematics associats a 1,3.
Aquesta dualitat, artificial sota un punt de vista fisic,
és, dones, del tot innecessaria.

?L’estructura geométrica diferencial de les varietats pseudorie-
mannianes es defineix axiomaticament mitjancant les dues equa-
cions:

Vagas =0, la métrica és covariantment constant.

—I'" . =0, el tensor torsio és zero.

ox
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Aixo recorda l'éter electromagneétic de la teoria de
Lorentz-Maxwell, que per evitar les contradiccions a qué
conduia, es va haver de buidar de qualsevol contingut
fisic que pogués fer-lo detectable.

Pel que fa referéncia a les transformacions de h,, 3.
anomenades també de galga, s’han d’interpretar com a
transformacions infinitesimals de coordenades.

z* =2 +e*(zf), |e*|<1,

aplicables a la métrica g,3. En efecte, negligint termes
quadratics en € s’obté:

0z® 82Pgap

D’;_—;{ W = 'I;-'(-,ﬁ - hﬂ,g -+ f)uﬁ-'j + f);n;(“. (18)

Yo =
Aquesta visié galga, que per exemple adopta R. P.
Feynman en el curs de doctorat que imparti a Caltech el
curs 1961,/62, i que és compartida per molts fisics rela-
tivistes i de particules fonamentals, planteja la giiestio:
on encaixa la visio galga més «ortodoxa» fonamentada
en la localitzacié del grup de Lorentz, que s’ha seguit
en el present article? En 'apartat segiient es respon a
aquesta qiiestio.

La teoria einsteiniana com a teoria de galga

La resposta a la pregunta que es plantejava al final de
I'apartat anterior, coherent amb la interpretacio galga
del principi d’equivaléncia, requereix algunes matitzaci-
ons que s’estima oporti exposar. Primer, s’ha de recor-
dar que el grup de simetria de la fisica en U'espaitemps
minkowskia és el de Poincaré, o sia, les transformacions
de Lorentz no homogenies: z® = };’a:f’ + d*. Segon,
en el procés de localitzacié del grup de Poincaré global,
s’ha optat per dividir-lo en dues parts:
o o
Ly — Lg (),

@ = 4 (z).

Aquestes dues parts, com seguidament s’explicara, ac-
tuen sobre espais diferents. S’ha demostrat que I'espai-
temps és una varietat pseudoriemanniana en la qual, i
sobre cada esdeveniment, s’erigeix una tétrada de vec-
tors ortonormalitzats:

{ei):mij = ei(x) - ¢j(z) = gap(a)ef (x)e] ()}.

La tetrada {e;(x)} pertany a I'espai vectorial tangent a
I'espaitemps en 'esdeveniment x i alhora el genera, és
precisament sobre aquest espai tangent que es considera
que actua el grup de Lorentz local e; (x) = L (z)e;(x).
En conseqiiéncia, 'espai tangent a cada esdeveniment
es pot interpretar com l'espai «intern» de la teoria de
galga de grup estructural L', (x).

Respecte a la localitzacié dels desplagaments del
grup de Poincaré d® (z), es poden interpretar com el

grup d’automorfismes z® = d* (™) entre els esdeve-
niments de I'espaitemps. L’equaci6 (18) és un exemple
d’actuacié dels automorfismes infinitesimals. Sota un
punt de vista passiu els automorfismes representen un
simple canvi de coordenades, i sota un punt de vista
actiu, transformen un esdeveniment en un altre de dife-
rent. Per tant, la diferencial de 1" automorfisme,

oz
- dx

dz®

(a}
relaciona els espais tangents respectius.

Evidentment sén possibles, i s’han proposat, altres
tipus de localitzacié del grup de Poincaré, perd donen
lloc a teories galga de la interaccié gravitatoria que no
condueixen a la relativitat general.

La localitzacio del grup de Poincaré, que s’acaba
d’explicar, és I'adoptada en el present article i la que, im-
plicitament, va emprar R. Utiyama (1956). R. Utiyama
va suposar de bell antuvi 'espaitemps de la relativitat
general, conjuntament amb un sistema de coordenades
admissibles 2@, per etiquetar els esdeveniments x, i un
camp de tétrades ortonormalitzades e;(x).

Siguin ef'(x) els components contravariants de la teé-
trada respecte dels vectors base associats al sistema de
coordenades, llavors la condicié d’ortonormalitzacié de
la tétrada implica la cadena d’igualtats segiient:

nij = €i(x) - €;(x) = gap(@)ef (x)€] () = eai(r)e] (2)

908(T) = Mijehel(z) = eia(T)es(2),

On els indexs llatins s’empren per a magnituds re-
ferides a la tétrada i els indexs grecs es refereixen als
vectors base associats a les coordenades. Els indexs lla-
tins es «mouens» amb 7;; i els grecs amb g,5. Utiyama
va considerar com a fonamentals els setze camps €' (), a
partir dels quals s’expressen la resta d’entitats geometri-
ques de l'espaitemps, per exemple, go5 = 7;;€.,¢). S'ha
de tenir present que e esta definit, llevat d’una transfor-
macié de galga, o sia, de Lorentz e (x) = L, (z)ef(z).
L’eleccié d'un camp de tétrades equival a fixar el galga,
també anomenat de Weyl.

D’acord amb les equacions (7) i (8) de 'apartat an-
terior, el camp de galga o connexié admet 'expressio
segiient:

Veei(z) = ex(z)T, (z). (19)
Aquesta representacio esdevé idonia per explicitar la sig-
nificacié del camp de galga com una 1-forma a valors
en 'algebra de Lie del grup de galga, o sia, el de Lo-
rentz en el cas gravitatori (vegeu, per exemple, la ref.
1). Per a demostrar-ho, primer s’ha de tenir en comp-
te que l'ortonormalitzacio del camp de tétrades implica
I'antisimetria en els indexs llatins de la connexié, o sia,
I'iia = —Tika. Segon, s’ha de recordar que els sis ge-
neradors infinitesimals del grup de Lorentz T+ = —T
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en la representacio vectorial, tenen els components se-
glients:
kivi _ k¢l I ¢k 7 .im
(T }J——[(?J-ﬁ — 4830 T ™,

m m

Llavors, si es defineix la 1-forma

Fnr = %T'“kan-

I'expressio (19) s’expressa com s’ha anticipat:
T'.e:=e 1 Tﬁ‘l ml"
ati = (-m_Q—( }j kle-

Cal dir que aquesta representacié del camp de galga
o connexioé és la idonia per determinar 'acoblament dels
camps quantics amb el camp gravitatori classic, atés que
sols cal substituir en les equacions de camp quantic:

8, —=V,=0,+T,

i emprar la representacio dels generadors T* d’acord
amb la naturalesa lorentziana del camp quantic. De fet,
és 1inica manera d’acoblar els camps espinorials (per
exemple, 'electro) amb el camp gravitatori classic.

Conclusions

L’estructura fisicomatematica de les teories de galga es
fonamenta en una profunda interrelacié entre els tres
elements: simetria, dindmica (entesa com les lleis que
obeeixen les interaccions), i lleis de conservacid. En
els punts segiients es reflexiona sobre aquests aspectes
basics:

1. Es habitual definir la simetria d'una teoria com el
conjunt de transformacions (grup de simetria) que
deixa les lleis de la teoria invariants. Aixo vol dir
que si les lleis dinamiques s'interpreten com a rela-
cions entre objectes geométrics, aquestes relacions
resten invariants sota 'accio del grup de transfor-
macions. Respecte d’aquest fet, ha esdevingut cru-
cial per avancar en el coneixement de les interacci-
ons fonamentals, discriminar entre invariancia glo-
bal i invariancia local.

En la invariancia global, s’efectua la mateixa trans-
formaci6 en tots els esdeveniments de 'espaitemps
i, per tant, els parametres del grup son indepen-
dents dels esdeveniments de 'espaitemps. En can-
vi, en la invariancia local es té llibertat per efectu-
ar transformacions diferents en cada punt de l'es-
paitemps, o sia, els parametres del grup passen a
ser funcions de 'esdeveniment. Aquesta localitza-
ci6 del grup G de simetria, G — G(x), té l'efecte
de convertir una simetria cinematica ¢ en una si-
metria dinamica G'(r). En efecte, ha quedat paleés
que quan una teoria té una simetria global G i es
forca que la simetria sigui local G(x), llavors, per
preservar-la, cal la introduccié d’uns nous camps,

aixo és, d'una nova interaccié. Aquesta nova in-
teraccio s’acobla al sistema original d’una mane-
ra definida (derivada covariant galga o acoblament
minim), i a la vegada es transforma d’'una mane-
ra especifica sota 'accio del grup de simetria lo-
al. Aquests camps sén els anomenats camps de
galga. Matematicament es representen mitjancant
I-formes que prenen valors sobre 'algebra de Lie
del grup de simetria.

Els camps de galga defineixen la derivada covariant
galga, V,, = d, + I',, en 'anomenat espai fibrat
principal del grup estructural G(x). Intuitivament,
aquest espai consisteix a afegir a cada esdeveniment
de l'espaitemps una copia de 'espai de simetria.
Fisicament, la substitucié ¢, — V,, introdueix en
les equacions del sistema original el seu acoblament
amb els camps de galga.

Si el grup de simetria és commutatiu (abelia), els
;amps de galga obeeixen equacions lineals. L'exem-
ple paradigmatic d’aquest cas el proporciona la in-
teraccio electromagneética, en que G = U(1). (vegeu
la ref. 1).

En canvi, si el grup de simetria no és commutatiu,
els camps de galga obeeixen equacions no lineals.
Per exemple, si G = Lorentz anem a parar a la re-
lativitat general, com ha quedat pales en el present
article. En aquest tinic cas, els camps de galga son
deduibles a partir de la métrica de I'espaitemps. Si
;= SU(2)?, s'obtenen els camps de Yang i Mills,
si ¢ = SU(3). la versié quantica dels camps de
galga (gluons) esdevé la base de la cromodinamica
quantica.

2. Si es relaxen alguns punts del principi d’equivalén-
cia d’Albert Einstein, en interpretar-lo com a prin-
cipi de galga, s’obtenen altres teories matematiques,
com ara, la de Kibble (1961), les de connexions no
simétriques (torsio no nulla), que en els darrers
anys han tingut un renaixement sorprenent i ac-
tualment mereixen molta atencio per alguns grups
d’investigadors, etc.

3. Pel que fa a la relacio entre les lleis de conservacio i
la simetria de les lleis dinamiques. es concreta habi-
tualment aplicant els dos teoremes de E. Noether,
dins el context lagrangia de la teoria.

La interpretacio geomeétrica explicita clarament que
les lleis de conservacio, derivades de la invariancia
galga, es verifiquen automaticament, ja que les fonts
del camp de galga, tot i mantenir graus de lliber-
tat propis, no poden modificar-se arbitrariament en
I'espaitemps, en estar lligades al camp que generen
a traves d'unes identitats, segons demostra el segon

3SU7(2) és el grup definit per les matrius unitaries (2 x 2) de
determinant unitat, i SU(3) correspon a matrius (3 x 3).




teorema de E. Noether. J. A. Wheeler sintetitza
aquesta visié amb el principi topologic que afirma:
«el contorn d'un contorn és sempre zero». Pensem
que aquest aspecte, aixi com les interessants i fe-
cundes conseqiiéncies topologiques de les teories de
galga classiques, mereixen un estudi propi, ra6 per
la qual no s’han esmentat en el present article ni en
la ref. 1. Tant és aixi, que alguns fisics rellevants
diuen que s’ha construit en els darrers vint anys
una «industria» teorica al seu voltant.

4. La visi6 galga explicita el parallelisme matematic,
que no fisic, entre els camps electromagnétic i gravi-
tatori: per exemple, ambdds camps es representen
mitjancant 1-formes a valors en 'algebra de Lie dels
respectius grups de galga. Aquesta observacio va
ser desenvolupada per primera vegada el 1929 per
H. Weyl, i immediatament acceptada i propagada
per W. Pauli.

Pero sota el punt de vista fisic, la teoria galga
del camp gravitatori einsteinia se singularitza, en
requerir els tres nivells: métrica de 'espaitemps,
connexio-camp de galga i curvatura enfront dels
dos nivells camp de galga i curvatura de la resta
d’interaccions. Aquest fet reflecteix que tot siste-
ma fisic, en posseir energia, ha de generar camp
gravitatori, aixo és, ha d’influenciar 'estructura de
I'espaitemps, i a la vegada el camp gravitatori, o sia
I'espaitemps, s’ha d’acoblar als sistemes fisics mit-
jancant les equacions dels camps definides en 1'es-
paitemps. J. A. Wheeler ho sintetitza amb la frase:
«L’espaitemps diu als sistemes fisics com s’han de
moure i els sistemes fisics diuen a l'espaitemps com
s’ha de corbary.

Apeéndix

Com s’ha anticipat abans, en el present apéndix s’expo-
saran tres exemples illustratius de la manifestacio de la
interaccio gravitatoria classica en els tres nivells: métric,
de camp de galga o connexi6 i de curvatura.

1. Nivell métric

El camp de cons de llum g,5(x)dz"dz” = 0 deter-
mina 'estructura causal de 'espaitemps. D’acord
amb el principi d’equivaléncia, localment s’incorpo-
ra a 'espaitemps 'estructura tant causal com me-
trica de la relativitat especial. En particular, es
postula que I'interval de temps propi A7, mesurat
per un rellotge estindard transportat al llarg de la
linia de mén s — ™ (s) que uneix els esdeveniments
AiDB, és

AT = / \/g’;ﬂd(.r{s)},i"'(.'s)j"’(s)ds.
JE5a

2. Nivell de camp de galga

Siguin ¢* = (i(7) les coordenades de la linia de
mon d'una particula monopolar en caiguda lliure
respecte de X(xg) = Z(z“(19)). Atés que T és el
temps propi, la quadrivelocitat de la particula en
10 &8 u(10) = (d¢'/dr)oei(zo). En x*(70), d’acord
amb el principi d’equivaléncia, s’ha de verificar la
cadena d’igualtats:

a* ¢t du' d¢k ou'
=—6=—€=———¢€ =

dr2 " dr dr o¢k
Per tant, respecte d’un sistema de coordenades ge-

neral, I'equaci6é de moviment d'una particula en cai-
guda lliure és:

_dx®
T odr

x

3
du' y
+IP_u*y”, on u

— g 4 —
0=u*Vou= i o

Sota un punt de vista geomeétric, aquestes equaci-
ons mostren que la quadrivelocitat d’una particula
en caiguda lliure es trasllada parallelament al llarg
de la seva linia de mon. Dit d’una altra manera,
la quadriacceleracio de la particula a = V,u és ze-
ro. O sia, totes les particules monopolars. indepen-
dentment de la seva massa i constitucio, en caiguda
lliure tenen quadriacceleracio nulla.

El principi d’equivaléncia pressuposa la igualtat
exacta entre les masses inercial i gravitatoria, és
meés, no requereix aquesta discriminacié newtonia-
na. Per tant, si la igualtat exacta no es verifiqués,
la teoria construida deixaria automaticament de ser
valida. Les linies de mén de les particules en caigu-
da lliure coincideixen amb les geodésiques de I'es-
paitemps, atés que la seva equacié també es dedueix
del principi variacional § [ dr = 0.

. Nivell de curvatura

Pel que fa a I'exemple del tercer nivell, o sia, com
actua la curvatura de 'espaitemps sobre els siste-
mes fisics, es considerara el senzill sistema consti-
tuit per dues particules, molt properes, en caiguda
lliure. Una de les particules servira de particula de
referéncia per determinar respecte a ella el movi-
ment de la particula veina.

Sigui z”(7) la geodésica de la particula de refe-
réncia i z(7) + dz°(7) la de la particula vei-
na. 7 és el temps propi de la primera particula i
OM®™ = dx”(7), el vector connector d’ambdues par-
ticules per a cada 7, com es pot veure en la figura
segilent.

L’acceleracio relativa a, de la particula veina res-
pecte a la de referéncia és

a, =V, V,dM(T)
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6 Ao ( il A ol ) P
/T + AT

u(z + dx)At

Es 1til expressar I'acceleracio relativa a, de la ma-
nera equivalent segiient:

ar (1) = (VuVsm — Vau Vi )u,

com es demostra facilment en tenir en compte que
a=Vu=01V,0M — Vsyu = 0, igualtat que
es dedueix en desenvolupar fins a primer ordre els
dos circuits de la figura:

AB' = AA' + A'B' = AB + BB'.

Seguidament, en tenir en compte que el tensor de
Riemann es pot expressar en funcié del commuta-
dor de les derivades covariants, I'acceleracio relativa
a, s'escriu:

a% = — RS ;uP M u’.(A2)

O sia, 'acceleracio relativa és zero, si 1 només si ho
6s el tensor de Riemann, aixo és, en abséncia de
camps gravitatoris permanents.

En aquest estadi és facil relacionar d’'una manera
molt directa la teoria relativista amb la teoria de la
gravitacié newtoniana, la qual esdevé una aproxi-
maci6 valida per a velocitats petites (v<¢) i camps
febles (GM/c*R<1). En efecte, si § = —VO és
la intensitat del camp gravitatori newtonia, © el
potencial escalar i M el trivector que uneix dues
particules properes, llavors el trivector acceleracio
relativa d, s’expressa:

d*

I

ar

P (.r» " a‘ﬁf) —§(@) =
. 0% _ .
€; ﬁ()ﬂ)‘rﬁ .
dridx
On t és el temps absolut newtonia. En comparar
aquesta equacié amb la (A2) referida a X(xz¢(70)),
escollint el vector base temporal eg(xg) igual a la
quadrivelocitat wu, s’obté la correspondéncia:
92
i i k HO ..k
a, = —Ry,. (s.'.f i "‘f}ﬂf »
y ™= datdxk

Aquesta correspondéncia indueix a interpretar fisi-
cament el tensor curvatura de l'espaitemps com el
camp de marea relativista. El limit newtonia de I'e-
quacié de les geodésiques (A1) fa correspondre els
camps de galga o connexié amb la intensitat § del
camp gravitatori newtonia i, per tant, el potencial
escalar © s’ha d’associar al nivell métric.
Indiquem que, a partir del tensor de Riemann, es
defineix el tensor de Ricci Rop = R} 5, 'escalar
curvatura R = R i el tensor d’Einstein G,5 =
Rog— %y”,qR, el qual constitueix el primer membre
de les equacions d’Einstein.

Per finalitzar I'apéndix, és illustratiu observar que
si es calcula el tensor d’Einstein G, 3, emprant la
métrica gog = Nog + hap, fins a primer ordre en
hag, s'obtenen per a h,g les equacions de la teoria
lineal (vegeu la ref. 1). Per tant s’ha d’inferir que
el limit del procés iteratiu que s’empra en la teoria
lineal per intentar de superar les seves inconsistén-
cies, ha de conduir a les equacions d’Einstein de la
relativitat general:

C: B = 8FG'T1| 3

a partir de la qual es determina I'estructura fisico-
geométrica de I'espaitemps.
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